Poslednja lekcija za ovu godinu. Prepisite je u sveske. Ne morate mi slati prepisano, kao
ni za prethodnu lekciju.



Geometrijski niz

Podjimo od dva primera:
Primer 1. 3,6,12,24, 48 ...
Primer2. 81,27,9,3, ...

Pazljivim posmatranjem mozemo zakljuciti da je svaki sledeci Clan niza u
primeru 1. 3,6,12,24,48 ... 2 puta veci od predhodnog Clana , pa ce sledeci
Clanovi bifi, 48-2=96, 96-2=192,...

U primeru 2. 81,27,9,3, ... primecujemo da je svaki sledeci ¢lan tri puta maniji od
predhodnog, pa bi sledeci Clanovi bili 3:3=1, 1:3=%, %:3:5,...

Ovakvi nizovi zovu se geometrijski i kao $to vidimo , mogu biti rastuéi (primer 1.) i

opadajuci (primer 2.)

Dakle: Niz brojeva u kome je koliénik ma koja dva uvzastopna ¢lana niza stalan zove se
geometrijski niz ili progresija. Naravno i ovde je vazno od kog broja pocinje niz, pa se
taj broj zove “prvi” Clan niza i obelezava se sa b, .

—zaprimerl. b =3,b,=6, b,=12,...

—zaprimer2. b =81, b,=27, b, =9,...

2 b3

2= = b, = g — koli¢nik niza
b, b, b

S~

n-1

—zaprimer 1. g=2 (rastuciniz)
—za primer2. ¢ =% (opadajuci niz)

Ako znamo b, (prvi €lan niza) i q (koli¢nik niza) niz je potpuno odredjen , odnosno
mozemo da ga zapisemo.

Bilo koji Clan niza ( n-ti ¢lan ) se trazi po formuli :
bn — bl . qn—l

Zbir prvih n-Clanova niza se trazi

i) qg>1 i) g<l1
s ~h@ =D s ~hd=d")
q-1 l-g

Za svaki Clan niza vazi: b, =./b, ,-b,.,, — geometrijska sredina



Ako izmedju brojeva ai b treba umetnuti (interpolirati) k brojeva tako da zajedno sa aii

b Cine geometrijski niz, onda koli¢nik g tog niza trazimo po formuli :

q:kJr\l/E
a

1)

Zadaci:

Odrediti geometrijsku progresiju kod koje je b, +b; =151 b, +b, =30

Resenje:
bl+b3:15 .. -1 . e
Iskoristimo formulu : b, =b,-¢"" , po njojje:
b,+b, =30
by =b, - ’
b, =b,
4 =0 'q3

Zamenimo ovo u postavljeni sistem:

b +bq’ =15
bq+bq’ =30 — lzvu€emo “zajedniCki” iz obe jednacine:
1 1 -

b(1+¢°)=15
bg(l+q*) =30 — Ovde je “frik” da se jednacine podele.
) =

2
% = % — Skratimo sta moze |
4

1
q
Vratimo se u jednu od jednacina: (naravno biramo lak3u).

b(1+¢*) =15
b(1+4)=15=b =3

Trazeninizje : 3,6,12,24,48,...



2) Izra¢unati deseti €lan geometrijskog niza 1,3,9,27...

Resenje:

},?,?,%7,... Iz tog niza zakljuCujemo daje: by =1 i g=3
by by, by b,

Posto se bilo koji Elan niza racuna po formuli b, =5, -¢"" to ¢e deseti Elan biti :

b, =b, 'qloil
b,=b-q
b,=1-3

b, =3

b, =19683

3) U geometrijskom nizu je : b, —b, =216 Ab, —b, =8 A S, =40

lzraéunati b,,qi n

Resenje:

b, —b, =216 .

b,—b =8 bs=b9" 7amenimo u prve dve jednacine!
S =40 b,=b-q’

— by=bq’

b -q’—b -q =216
bq*—b =8 izvuCemo zajednicki
hq’(q> -1)=216 o
b (g ~1)=8 podelimo ih
bha' (=) 216

B (@=T) 8

¢ =21=q =3 =[q=3
bl(qz_l)zg
h(3*-1)=8=b-8=8=|h =1




13" -1

=40
3-1
3 —1:40
Posto je ¢ =3 >1 koristimo formulu §, =—1——+——= b’ =D 1 D = 3"-1=80
q_
3" =81

3 =3'=[n=4

4) Tri broja, Ciji je zbir 26, obrazuju geometrijski niz. Ako se im brojevima doda redom
1,6 i 3, dobijaju se tri broja koja obrazuju aritmeti¢ki niz. Odrediti te brojeve.

Resenje:

Neka su fribroja : b b, i by | vazi: b +b,+b; =26 akakoje b, =bgrb; = bq’

to ¢e biti b +bqg+bq’>=26 1. |b(1+q+q°)=26

Ako im dodamo redom 1,6 i 3 dobicemo aritmeticki niz:
a, =b +1

a,=b,+6=bq+6

a,=b,+3=bq’ +3

Posto oni Cine aritmeticku progresiju, mora biti : a, = & ;a3

i, a,+a, =2a,

(b, + 1)+ (bq” +3)=2(bgq +6) = "sredimo”

b +1+bq’ +3=2bq+12
bq’—2bqg+b =12-1-3
b(q*-2q+1)=8

Napravimo sada sistem od ove dve uokvirene jednakosti:

b(q’+q+1)=26
b(q*—2q+1)=8 podelimo ih




q*+q+1 _ 206

q>—2g+1 8

26(q2 —2q+1):8(q2 +q+1)/:2
13(g> —2g+1)=4(q*> +q +1)
13¢° =26q+13=4q" +4q +4
9¢>—30g+9=0

3¢> —10g+3=0— kvadratna “po q

~10£8 10+8
L YR
1
Q1:3/\Q2:§
7 1
Za q=3 ¢ 4973
¢ +Ta+ —+—-+1 —
9
Resenja Resenja

2,6,18 — Geometrijski niz

3,12,21 — Aritm. Niz

18,6,2 — Geometrijski niz

19,12,5 — Aritm. Niz



5) Izracunati zbir n brojeva oblika 1, 11, 111, 1111...

Resenje:

LI, 111, 1000, .

Trik je napisati brojeve drugacije:

1:10—1
9
— 2_
11:100 1:10 1
9 9
— 3_
111:1000 1:10 1
9
....... itd.

S, =1+11+111+... =

10-1 10°-1 10°-1 10" -1
+ + +ot
9 9 9 9

:é[IO—HlOZ—1+103—1+...+10”—1] Pazi:ima n jedinica...
:%[IOHOZJF'”HO”_”] ovde je 10+10° +...+10" — geometrijski niz

Geometrijskiniz - b, =10 Ag=10

S :bl(q—ID ovo je za geometrijski niz, pa je :
q—

g Loy
9 10-1

1[10(10" -1 1 ;
S =—{——n}= EDO(IO ~1)-9n]

9 9




é) Izracunati zbir n brojeva oblika 3 1123 47

612724748

Resenje:

Slican tfrik kao malopre!

S_6-1_ 1
6 6 6
1m_12-1_ 1
12 12 12
23 _24-1_ 1
24 24 24
....... itd.
Sn:§+£+2+...:1—1+1—i+1—i+
6 12 24 6 12 24
=n—(l+L+i+...)
6 12 24
geometrijski niz
1 1
b:— = —
T 173
S:bl(l_qn)
l-¢
1 1.,
—(1-(3)")
§_6__ 2~
B 1
l_i
2
1 1
S=—(1-(=)"
3)( (2))
Dakle :

1 1.
Sn —n—§|:1—(5) }

S, = n—l{l—L}
3 2




7) Ako su a,b,c k-ti, n-ti i p-ti ¢lanovi jedne geometrijske progresije tada je

a”?-b"™* . =1. pokazati.

Resenje:

n-1

Koristicemo formulu b, =b, -q

Postoje a k-ticlan = a=b,-q
Posto je b n-ticlan = b=, q""

Posto je ¢ p-ti¢lan = c=b,-q""

a"’ b = b b g Y [ g ] =
b qUhep) .blp‘k Lgeh) 'blk_n g P D

lzraCunajmo posebno “izlozilac” za b, :
n-p+p—k+k-n=0
Sada ¢emo izracunati “izlozilac” za g

(k=1)(n=p)+(n=D(p=-k)+(p-D(k—-n)=
kn—kp—n+p+np—kn—p+k+pk—pn—k+n=0

Kao sto primecujete sve se potire!
Paje:a" " -b" """ =b"-q° =1

Kraj dokaza.



8) Odrediti paralelogram tako da merni brojevi osnovice, visine i povrsine ¢ine

geometrijski niz.

Resenje:

a,h, P — Cine geometrijski niz

— formula za povrsinu

A posto a,h, P Cine geometrijski niz , to mora biti:

2

h=+aP = h*=aP=|P=—
a

Uporedimo ove dve uokvirene formule za povrsinu:

2

ah=—=h=a*=P=a-a*=a’
a

Dokle: a=a,h=a* i P=a’



Beskonacnired

Neka je dat beskonacéni niz realnih brojeva a,,a,,...,a,,...

lzraz oblika a, +a, +...4+a, +...= :Ozl a, zove se beskonacnired.

Geometrijskom nizu a,aq,aq’,...,aq",... odgovara red:

al+q+q° +..+q"+..)= azzo:oq”

Zbir (suma)beskonacno opadajuceg reda (geometrijskog) je

Zadaci:

1) Decimalni broj 0,7777777... prebaciti u razlomak

Resenje:

0,7777.. =L+ — 4.
10 100 1000

7 1 1 1
=—(l+—+—+—+..)
10 10 100 1000

7 1 1 1
=—(I+—=+—=+—+..
10( 10 10> 10° )

Ovde imamo geometrijskired, a 2%,q =—

77
Njegova suma je s= 4 _ 10 _10_7
l-¢ l—i 2 9

10 10

za  |q|<1

10



2) Izrac¢unati vrednost mesovito periodiénog razlomka 0,3444....

Resenje:
0,3444...:i+ 4 + 4 + 4 +
10 100 1000 10000

3 4 11
=—+—(1+—=+—+..)
10 100 10 100

Pazi —— (14— -+ 1 )je geometijskired: a=—— g=—
100 © 10 100 100°7 " 10

31
10 90 [90

3

3) Nadjired ako je S = 3
—X

Resenje:

Miznamo daje formula: S =1L
—-q

Inacigde je 3-x treba daje 1-q. lzvrsicemo “sredjivanje” izraza :

S:3 3

X
= = :}a:qu:—
3-x gty X 3

3 3

Pa ¢e frazeni red biti:

al+q+q¢° +q’ +..)=

X X X X xz x3
LA+Z+E) + ()P +o) =1+ o+ -+ o+
( 3 (3) (3) ) TS



4) Nadjired akoje S=

3-2x
Resenje:
S= 6 = Kz_x = 22x:>a:2,q:§
3-2x ,8/(1—?) 1_? 3

Pa ¢e red biti ;

al+q+q¢’ +q’ +.4)=

2ﬂm(—)()~ﬁ

2+ﬂ 8x? 16x°

+—+
3 9 27

5) Slededi periodicni razlomak pretvoriti u obi¢an razlomak

Resenje:
SN2 A 2 D LA S A S
10 100 1000 10000

Ovde ¢emo uociti 2 geometrijska reda:

7 7 7
S =—+—+ ...:—( +...)
10 1000 100000 100
1 1 1
100 10000 1000000 100
77
i jes =10 _10 70
Lbir prvog reda je S, = B =99 ~ 99
100 100

Zbir drugog reda je 5, =100 100 _

L =99 "99
100 100
Vratimo se “na zadatak”:
2,717171...=2+ 70 1 @
99 99 99
5269
99

2,717171....

12



6) U jednakostraniénom trouglu stranice a upisan je novi jednakostranicni trougao
spajanjem sredinama datog trougla . U dobijenom trouglu je upisan drugi trougao
na isti nacin, itd. Odrediti zbir obima svih trouglova.

Resenje:

Stranica 1. tfrouglaje a

Stranica 2. tfrougla je %
. .a
Stranica 3. trougla je 2

Stranica 4. trougla je %

Njihovi obimi ¢e biti: O0=3-a

13



Inaci:

O, =3a
02:3.323_0
2 2
0,-3.4-34
4 4
0,-3.4-34
g8 8
....... itd.

A njihov zbir je :

0,+0,+0,+0,+...=
3a 3a 3a
_+_ —_
2 4 8
:3a(l+l+l+l+...)
2 4 8

=3a+

1 1 1

=3a(l+=+—+—=+...
( 2 22 2 )

Ovdeje A=3a i qz%

po formuli: S :i
l-q
= 3a1 :3Ta:6a
l_i _
2 2

Inaci zbir obima je éa.



